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Ueber einige Sitze J. Steiner’s.

Von
Dr. StoLL,

(yymnasiallehrer zu Bensheim.

In dem Folgenden habe ich versucht, die Richtigkeit einiger von J.
Steiner zum grossen Theil ohne Beweis aufgestellter Sitze durch die ana-
lytische Methode nachzuweisen und ihren inneren Zusammenhang herzustellen ;
hier und da sind dabei auch neue, von Steiner nicht gegebene Resultate
gewonnen worden.

Eine Ellipse sei gegeben; wir stellen uns die Aufgabe, eine zweite
concentrische Ellipse von gleichen Axenrichtungen zu finden, die so be-
schaffen ist, dass sie um ein Vieleck von gegebener Seitenzahl beschrieben

werden kann, das zugleich der ersten Ellipse eingeschrieben sein soll.
2 2
Die Gleichung der gegebenen Ellipse sei E; +%2 =1, die der gesuchten

2 2
x_2 + 3—2 =1, so ist die Gleichung einer Sehne der ersteren:
1
x Yy )
1) —cosy; Tz sm-f(q)Z-l-qal)-—cos%(q;? ®1)3
a (o, + @)

soll dieselbe die zweite Elhpse beriihren, so gilt die Bedingungsgleichung:

b2
2) E“ cos® § (@, + ;) $ b2 sin*§ (@, + @) = cos’§ (@, — @,)-

Dieser Bedingungsgleichung kann man noch verschiedene Formen geben.
Fiihrt man nimlich die Functionen der ganzen Winkel ein und setzt zur
Abkiirzung @, =ia und b, =pb, so erhilt man:

3) a4 pf—1=(1—224u? cosp, cosp, + (1 4+ 4% — u?) sin @ sin @y;
driickt man aber in 2) die Sinus und Cosinus durch die Tangenten aus und
setzt der Kiirze halber ¢, statt tg3 ¢, und ¢, statt tgf@,, so kommt:
b2 (a* — a2) t,2t,? + b (a® — a,®) + 2[a,2 U+ a* (D* — b)) ¢, = a®b 2 (¢° + 1.%)
oder, wenn man zur Abkiirzung

ba—at) _ 1—4?

i -——a—l—b 3 —;‘7” =A und
) “12 bz a?(bz blz) 1 + A2 — Mz ’
2. ah,? =2. o =

setzt,
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5) At 4+ A4 Ctt, =t 412

Zieht man von dem Punkte, dessen Parameter g, ist, eine zweite Sehne

nach dem Punkte @,, so dass die Bedingung
A4 u?—1=(1— 124 u?) cosp, cos g, + (1 4+ 12 — u?) sin @, sin @,
erfiillt ist, so beriihrt diese ebenfalls die zweite Ellipse, und die Grossen 4
und w sind durch diese Gleichung und die Gleichung 3) vollstindig bestimmt.
Durch Subtraction beider Gleichungen erhilt man ausserdem noch die Be-
dingung : '
(1 — A2+ u?) cos @, (cos @, — cos y) + (14 4% — u?) sin g, (sin g, — sing,) =0

oder

(1—12+!‘2)tg"2(q71+q73) = (1+12— {"'2) tg@z
oder endlich

(4
6) tg%(¢l+tp3)=mlgq>2=0.tgq)2,

wenn man niimlich = ¢ setzt.

2(4+1)
Man kann nun an die gefundene Ellipse von ¢, aus eine dritte Tan-
gente ziehen, welche die gegebene in einem Punkte ¢, schneidet, von g,

aus eine vierte etc., wobei aus den Gleichungen
At2t 4+ A4 Ctt,=t2+ 12, At2t24+ A4 Ct ity =t2+1? ete.

nacheinander die Parameter ¢,, @, etc. gefunden werden kénnen Zu diesen
Gleichungen ist ausser der Gleichung 5) noch die oben nicht erwihnte

At2t2 4+ A+ Chyty=t,2+ 42
hinzuzufiigen. Sollen nun aber alle diese Sehnen ein geschlossenes %-Eck
bilden, so muss der Endpunkt der nte® Tangente, der den Parameter @,
hat, mit dem Anfangspunkte zusammenfallen oder es muss @, 41 =360+ g,
sein; infolge dessen ist die Zahl obiger Gleichungen keine unbegrenzte, son-
dern es giebt nur = solcher Gleichungen, von denen die letzte heissen muss:

At A4 Ctot, =2+ 12

Diese Bemerkungen gentigen, um die Eigenschaften solcher geschlossenen
Vielecke zu untersuchen.

Lassen wir den Anfangspunkt der ersten Tangente auf der Peripherie
der ersten Ellipse nach einem Punkte vorriicken, dessen Parameter sich von
@, nur um den unendlich kleinen Bogen d¢, unterscheidet, so verschiebt
sich ihr Endpunkt um d¢,, der Endpunkt der zweiten Tangente um d g, etc.,
der der m*® um dg¢,4i, wobei alle diese Incremente dasselbe Zeichen
erhalten miissen, weil mit dem Wachsthum von @, alle iibrigen @ ebenfalls
wachsen. Durch Differentiation der Gleichung 5) erhilt man nun:

(21, (At — 1)+ Ct) (1 4£,%) do, + [26,(At2— 1)+ Ct 11+ ¢,2) do, = 0.

Die Auflésung der Gleichung D) nach ¢ oder ¢, ergiebt aber entweder
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21,(At—1)+Cty= + V4 At} +(C*— 44— &1 + 44
2t,(4t*—1)+Ct, = + 1/44‘“4-{—(02 442 = 4)t:444,

woraus folcrt'
1/4111"(02 442~ 4)t‘+4A V4'At,‘+'\0” 44°— 4)t3+4Ad
1412 = 14¢2 P

Links und rechts wurde deshalb das positive Zeichen genommen, weil
nach der vorausgeschickten Bemerkung die Incremente do, und dg, das-
selbe Zeichen besitzen miissen. Bezeichnet man nun die Coefficienten von
dg, und dg, kurzweg mit f, und f;, so heisst jetzt die letzte Gleichung:
fodp,=f, dpy; ebenso findet man f;do,=f,do,, f,dy,={f; do, etc. und
endlich fny1d@s=fad@aqi. Durch Multiplication aller dieser Gleichungen
bekommt man f,1de, =f, dp.41; well aber, im Falle das urspriingliche
Vieleck geschlossen war, fu41 = f; sein muss, so hat man auch dg,41=do,,
d. h. der Endpunkt der letzten Tangente fillt auch nach der Verschiebung
wieder mit dem Anfangspunkte der ersten zusammen oder das Vieleck ist
auch jetzt wieder geschlossen. Daraus folgt der Satz:

A. Dreht man ein n-Eck, das einer Ellipse eingeschrieben
und einer andern concentrischen Ellipse mit gleichen
Axenrichtungen umgeschrieben ist, so, dass seine »
Eckpunkte immer auf der Peripherie der ersten Ellipse
bleiben, seine »—1 ersten Seiten aber die zweite El-
lipse beriihren, so bertithrt auch seine nt® Seite fort-
wihrend dieselbe Ellipse.

Denkt man sich ferner eine Schaar sich einschliessender concentrischer
Ellipsen, deren Axenrichtungen dieselben sind, und legt von einem Punkte
@, der ersten an die zweite eine Tangente, so wird der Parameter ihres
Endpunktes @, durch die Gleichung A¢#2¢,>+ A + Ct ¢, =¢,2+¢,® bestimmt,
der Parameter des Endpunktes der von ¢, an die dritte gelegten Tangente
durch die #hnlich gebildete Gleichung A't,2¢,2 + A+ Gyt = t,2 41,2 ete.
und man hat ausserdem noch die Differentialgleichungen:

oder

V4ALt+(C2-442-4)¢t +4A V4At“+(0" 4A42-4)¢4 +4Ad
].-'I--t2 1+t2 P2y

VEA A +(C2-447-4)1? +4Ad _VAA 4+ (CR-447- 4):223545_01
14142 : 14142 Ha

ete.

Nimmt man an, alle Ellipsen seien ahnhch und #hnlichliegend,
. 1—- 1—-27 2
so ist A=y, A=y und man hat 4= —A- ) A"”ﬁ ete. ; C_ﬁ’
C'= i etc.; also auch C*—44*—4 = 4 4(IA i3 —4=8. - i——SA

und ebenso C'?—4A4?-4=84" Daher gehen obige Dlﬁ'erentxalgleich-
ungen tiber in do, =dg,=dg, =etc. =dpn4,. Daraus folgt aber, dass,
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wenn der Endpunkt der Tangente an die letzte Ellipse mit dem Anfangs-
punkt der ersten zusammenfiel, dies auch dann noch der Fall sein wird,
wenn man das Vieleck so verschiebt, dass seine Ecken sich fortwihrend
auf der ersten Ellipse fortbewegen, seine Seiten aber der Reihe nach die
zweite, dritte etc., nt® Ellipse berithren, Man hat daher den Satz:

B. Wenn eine Schaar dhnlicher und dhnlichliegender El-
lipsen gegeben ist und man von irgend einem Punkte
der ersten Ellipse an eine beliebige Ellipse der Schaar
eine Tangente legt, vonihrem Endpunkte an eine zweite
Ellipse der Schaar eine zweite Tangente und so fort,
so wird die Verbindungslinie des Endpunktes der letz-
ten Tangente mit dem Anfangspunkte der ersten immer
dieselbe Ellipse der Schaar beriihren, wenn man auch
das dadurch entstandene Vieleck sich so drehen lisst,
dass seine Eckpunkte auf der Peripherie der ersten El-
lipse bleiben und die #—1 ersten Seiten derselben fort-
wihrend je dieselben Ellipsen der Schaar beriihren,

Kehren wir jetzt zu unserem urspriinglichen System von zwei Ellipsen

zuriick und denken uus ein geschlossenes Vieleck von gerader Seitenzahl,
also von 2 Seiten, welches der ersten ein- und der zweiten umgeschrieben
ist, so gelten dafiir folgende Gleichungen:

At2t2 + A+ Ctty = t2 412

At2t? + A+ Chyty, = t,2 +t2

Ab2tP+ A+ Chat, =tha?+t2
Die Elimination von C aus der ersten und (n+41)*® derselben, aus der
zweiten und (n 4 2)tn ete. liefert die # neuen Gleichungen:

A(1—=titytagribng2) Guprtngr—tits) = (b tnp1—tgtng2) Eta 2 — bytngr),
Al = byt tnpotngs) (tngrtngs— by t) = (byta g2 — tytnt3) (b tnt3—lytnta),

A LI —ln tn-|— 1l2n tl) (tm t| — i tu+1) = (tn ton — tn-{-l tl) (tn t; St tn+l tzn)~
Diesen # Gleichungen kann in verschiedener Weise zugleich Geniige
geleistet werden. Nimmt man néimlich erstens an, es bestinden die Rela-

tionen
t==dtatr, H=ttugr, L=Httags, ..., ta=+ ton,

wo die positiven Zeichen den positiven und die negativen Zeichen den nega-

tiven entsprechen, so werden die zweiten Factoren der linken und der

rechten Seite jeder der obigen Gleichungen gleich Null; aber fiir das posi-

tive Zeichen wiirde man haben @, =360°+ @.41, 9,=360°+ @, 4.1 ete.,

d. h. die gegeniiberliegenden Ecken des Vielecks miissten zusammenfallen;

bei der Wahl des negativen Zeichens aber miisste ¢, =360° — @, 4,,
Zeitschrift f. Mathematik w. Physik XXXIII, 2. 6
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@y = 360°— @, 42 ete. sein, d. h. die gegeniiberliegenden Ecken des Viel-
ecks miissten symmetrisch gegen die Richtung der grossen Axe liegen, was
beides unmdglich ist. Es bleibt daher nur mdéglich, anzunehmen, dass
ity = tgt,,..}.; =llypg=-c =lylan=12
sei, wo A eine Constante bedeutet; die genannten Gleichungen gehen nim-
lich dann tiber in:
A1=2)2 =124 =0, A(1-2)A—12t2) =0 etc.,

woraus unmittelbar folgt, dass A= + 1 sein muss. Nihme man das posi-
tive Zeichen, so misste @u41=180°—¢,, @ay2=180"— ¢, sein, was
bedingen wiirde, dass die gegeniiberliegenden Ecken des Vielecks sym-

metrisch zur Richtung der kleinen Axe ligen, — eine Lage, die unmdglich
ist; man hat daher das negative Zeichen zu wihlen, so dass:
7) tltn+1=t2tn+2=t3tn+3="‘=tnt2n=—1

ist. Aus diesem Resultate folgt aber der Satz:

C. In jedem geschlossenen Vieleck von gerader Seitenzahl,
das einer Ellipse eingeschrieben und einer andern con-
centrischen Ellipse von gleichen Axenrichtungen um-
geschrieben ist, liegen die .gegenﬁberliegenden Ecken
auf je einem Durchmesser, oder, was dasselbe ist, je
zwel gegeniiberliegende Seiten sind parallel.

Ftir zwei #hnliche und #hnlich liegende Ellipsen ist dieser Satz unmit-
telbar einleuchtend; er gilt aber auch, wie man sieht, wenn die Ellipsen
ungleiche Axenverhiltnisse’haben.

Wenn in eine gegebene Ellipse von den Halbaxen ¢ und b ein ge-
schlossenes Vieleck von bestimmter Seitenzahl eingeschrieben werden soll,
dessen Seiten eine andere concentrische Ellipse von denselben Axenrich-
tungen, deren Halbaxen a, und b, sind, berithren, so muss zwischen den
Grossen a, b und a,, b, oder, was dasselbe ist, zwischen 4 und C eine
gewisse Relation bestehen, die, wie avs Satz A. erhellt, unabhiingig ist von
den Werthen der Parameter der Eckpunkte des Vielecks. Nun unterscheidet
sich unsere Gleichung H) und die #hnlich gebildeten nur dadurch von der
Gleichung 5) in meiner Abhandlung Ueber sphirische Vielecke, die einem
Kreise eingeschrieben und einem andern Kreise umgeschrieben sind (Zeit-
schrift f. Mathematik u. Physik XXIX, 2), dass hier 4= B ist; also bleiben
auch alle Schliisse in Bezug auf die erwihnten Relationen fiir die verschie-
denen Vielecke dieselben, und man wird auch hier dieselben Relationen
erhalten, wie dort, wenn man nur 4= B setzt. Demgemiss ist die Re-
lation fiir das Dreieck: A—1=,
fiir das Finfeck:

(A:—1)[(A2—1)24 C(42—1) — C?¥] = A*C3,
filr das Viereck: A1

fir das Sechseck :
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C?A? = (42— 1),
(42— 14 = C* 42,

filr das Achteck:

fir das Zehneck:
06A2(A2__ 1)2 + 201A2(A2__ l)[(A?_ ])2_ C2A2] — [(A?__ ])‘2 _AQC?]S’
fir das Zwolfeck:
(A2 =14 — A2C* = AC?[C2(A%41)—2(42—1)).
Einige dieser Relationen wollen wir jetzt einer niheren Discussion unter-
ziehen. Setzt man zuerst in die Relation fiir das Dreieck 42 —1=C die

Werthe von 4 =" 7;2—2 und C= 2—12—_::-*.1 ein, so kommt:
(1—22P — i =2u2(A% — u?+1)% oder 2 —2(14u?)A2 4+ (1—u2)2=0;
dies giebt A>=14u?+ 2u. Nimmt man das positive Zeichen, so ist
A=+ (14 ), wihlt man aber das negative, so ist A=+ (1—u); nun
ist aber weder A=1+4y«, noch A =— (14 u), noch A =— (1 — ) mdglich,
weil 4 und p ihrer Natur nach positive echte Briiche sind; es bleibt daher

als Relation fiir das Dreieck iibrig:
8) Adtu=1.

Fir das Viereck hat man A=+1, d. h. 1—*=+ u?, wo aus
demselben Grunde das negative Vorzeichen nicht genommen werden darf,
so dass die Relation heisst:

9) - A4ut=1.
Das Sechseck hat die Relation
A2 —1=+ 4C oder (1 -2 —pui=+ 2(1—-2a%)(A2+1—pn?),
also entweder
w—2(1 -2 4 21— —(1—2%2=0
W21 -2 —-2(1—-1H—(1—213)2=0.
Aus der ersten Gleichung folgt :
= (1 =38+ 30— P =B 19 = 1— 2 + 2/ T,
was complexe Werthe giebt; aus der zweiten Gleichung aber findet man
W= = (1= ) £ V20— 2P 2= 1) == (1— ) + 2V T
hier ist selbstverstindlich nur das positive Zeichen zulissig und man hat
deshalb als Relation fir das Sechseck: u?—a?4-1=2p/1—2% oder

10) YI—R4yT—p=1,

wo bei beiden Wurzeln das positive Zeichen zu nehmen ist.
Beim Achteck gilt die Relation

(A*—=1)2=+ AC? oder [(1—4%)%—ptP= 4+ 4u?(1—2%)[A241—p?}?,
das negative Zeichen rechts ist unbrauchbar, weil 1 — A% positiv ist und sonst
nur Quadrate vorkommen. Um aber bei der Wahl des positiven Zeichens
der Relation eine mehr symmetrische Gestalt zu geben, gehe man von der
Identitit aus:

oder

6‘
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[kz-i-y?—- 1]74 . [(1 — 122~ 94]2= e 4“2(1_ 12) (A2 42— 1]2;
diese giebt dann, verbunden mit der obigen Relation:
11) (MR p2—1=162%p2(1—2%)(1—pu?)

Wir wollen uns jetzt auf einer gegebenen Ellipse zwei feste Punkte
von den Parametern ¢, und @, denken und dazwischen n — 2 bewegliche
Punkte ¢,, @5, ..., @x—1; in innigem Zusammenhang mit den bisherigen
Auseinandersetzungen steht dann, wie wir sehen werden, die Frage, in
welcher Weise die Sehnen @, @y, ¢, 95, ..., @, -1 ¢, gezogen werden miissen,
damit ihre Summe ein Maximum sei. Die Entfernung des Punktes o,
von @, wird ausgedriickt durch

¥/ a(cos p, — cos @, + b2 (sinq, — sin @, )?
=2 sing (9, — @) V@ sin’} (9, + ;) + V¥ cos” s (9, +9)),
und es soll daher die Summe
u=2sing(py— @) Wy + 2sin (g, —,) Wy +---
4+ 253 (Pn— Gu-1) Wn n—1

ein Maximum werden, wobei wir der Abkiirzung halber

Va?sin®y (st @r1) + b* cos® § (@it @i —1) = Wi, k-1

gesetzt haben. Die partielle Differentiation nach @,, @4, ..., Qa1 ergiebt

n—2 Bedingungsgleichungen, die alle #hnlich gebaut sind und von denen
die erste heisst:

W, cos(ps— @,) + (a* =) sing (9, — 9) sin(@y+9,)

2W,,

—b%) sm’!‘ \P3— q’z) sim (q’s+ ‘Pz) —0
2W ng )

Nach vorgenommener Reduction erhiilt dieselbe die Gestalt

— Wy, cos (93— ) +@

a® sindg (g + @,) sin @y + b2 cos§ (@5 + @,) cos @,
Wy

_a’sind (@34 @,) sin g, + b® cos (cp3~_-_{—_‘ Py) COS P,
= Wi,

oder
a*tgd (@) 9o, + U a* i $ (95t @) tg oy + 07

Vaigh(pto)+8 Vi@ o+ e, + 0
Nun sind die Gleichungen der Sehnen 12 und 23 beziiglich

008 y (@, +9) +2 p Snt (et ) =cosi (e, — 1)
und

x ;
T cosy (¢ + @,) + % sing (@y+ @;) = cos (9, — 9,),

also, wenn man die Winkel, welche diese Linien mit der Abscissenaxe bilden,
kurzweg mit (12, @) und (23, a) bezeichnet:
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o B )

b b
tg(12,a) = — = cotg § (py+@,) und tg(23,a) = — = cotg & (o + @,);
ferner ist die Gleichung der Normale in g,:
y—bsing, = % tg py(x—a cosp,), daher fg(n,a)= %tgtpz.

Durch Substitution dieser Werthe in obige Bedingungsgleichung nimmt die-
selbe folgende Gestalt an:
1—1ig(n, a) cotg (12, a) 1 —tg(n, a) cotg (23, a)
V14 cotg*(12, a) V14 cotg®(23, a)
was mit sin[(12, a) — (n, a)] = sin[(23, a) — (», a)] identisch ist. Daraus

schliesst man: (12, a) = (n, 6)=180%F (n, 2] = (28, 4),

d. h. die Normale in @, hilftet den Winkel zwischen 12 und 23
u. s. w. Die aufeinander folgenden Sehmen 12, 23, .. . (n—1, %) bilden
also eine gebrochene Linie, die mit dem Wege eines Lichtstrahls identisch
ist, der von @, ausgeht und, nachdem er an #— 2 Punkten reflectirt wor-
den ist, nach ¢, gelangt.

Wir wollen nun annehmen, der Strahl 12 sei gegeben und werde ver-
moge des Lichtreflexionsgesetzes nach ¢, reflectirt, so berithren die zwei
Strahlen 12 und 23 irgend eine mit der gegebemen Ellipse concentrische
Ellipse von gleichen Axenrichtungen, die dadurch vollstindig bestimmt ist.
Um zu finden, in welcher Beziehung ihre Axen zu denen der urspriinglichen
Ellipse stehen, mache man dieselben Substitutionen, wie oben, in die beiden
Bedingungsgleichungen der Beruhrung [vergl. Gl 2)]:

(Z cos§ (@2 + ¢,) + sm” (@t ¢1) = cos® § (ps—9,)
und A
%“ cos? 4 (@3 + ;) + vy sm‘{-(%-{— ®,) = cos? } (93— @3) 5

nachdem man sie, wie folgt, umgeformt hat:

2 b b 2
[a B gl i 19k %+%)](1+ty’*%)=[m&(%+%)-—fg%]2»

a?

(12 2 bz_ bl:.
[T e tgz‘} (s + %)] (1+tg* ) = [tg‘%(%'i‘%) —tg s ]®.

Man erhilt so:
[(a*—a.%) + (b2 —b,2) cotg®(12, a)| [a® + b tg* (n, @)]
=b?[cotg (12, a) + tg(n, a))?
[(a2=a,2) + (*—b,?) cotg? (23, @)) [a* + b tg* n, a)]
= b%[cotg (23, a) + tg(n, a)]%
Die Ausdriicke in den Klammern rechts sind aber beziiglich gleich
cos[(12, a) — (n, a)] und %8 [(23, @) — (n, «)]
sin (12, a) cos(n, a) sin|(23, a) cos(n, a)) '
= 1800 — (23, a) — (n, a)] ist, so muss cos*[(12, a) — (n, a)] = cos?[(23, a)
— (n,a)] sein; man erhilt daher durch Division obiger Gleichungen:

und

und weil (12, a) — (%, q)
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(a®—a?) sin® (12, a) + (b*—b,?) cos*(12. a)

= (a*—a,?) sin? (23, a) + (b®—b,2) cos®(23, a)
oder

[(a*—a.®) — (b - b,?)][sin? (12, @) — sin®(23, a)] = 0.
Da der zweite Factor auf der linken Seite nicht Null sein kann, so muss
@ —a?=b2—b

sein, d. h. die Sehnen 22) und 23) bertihren eine der gegebenen confo-
cale Ellipse; dieselbe Ellipse muss aber auch, wie aus der Symmetrie der
zu verwendenden Gleichungen erhellt, von allen folgenden Sehnen 34, 35 ete.
berithrt werden, sobald ihre Richtungen durch das Lichtreflexionsgesetz
bestimmt werden. Infolge dessen gilt der Satz:

D. Wenn man in eine Ellipse eine Reihe aufeinander fol-
gender Sehnen so einschreibt, dass der Winkel zwischen
je zwei aufeinander folgenden durch die Normale in
ihrem gemeinschaftlichen Punkte gehilftet wird, so
ist die Summe aller dieser Sehnen grésser als die Summe
irgendwelcher ebenso zahlreicher Sehnen, welche man
vom Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der
letzten ziehen kann, und alle diese Sehnen beriihren
eine der gegebenen confocale Ellipse.

Umgekehrt ziehe man von einem Punkte 1 der gegebenen Ellipse eine

Tangente an die ihr confocale mit den Axen }/a*—o? und )/b”:pz und
von ihrem Endpunkte 2 eine zweite Tangente 23, so gelten die zwei Be-
dingungsaleichungen

a?— g?
—5 sy (et o) plE sm?v}(%+qvl) = c0s* § (@, — @y)

und
2 __

003"}(%+%)+ " sin "3 (ps+ ;) = cos’§ (@3 — @,),

welche man in der niimlichen Welse, wie oben geschehen, umformen kann in:

1 1
o' [a—g +st0° (o + qn)] (1+tg* ;) = [tg 4 (9 + 1) — t9 9,

1 1
i [5‘ tpiilost %)] L+t 9,) = (9} (9y + 9,) — tg 9,]"

Dann ergiebt aber die Elimination von ¢? die neue Bedingungsgleichung-

by

L 1}(%+¢. _ [tg3 (ot o) —tgo,)?
B+l tgt (@9, [tg}(95+ @) — tgoy]?

oder, wenn man die erwihnten Substitutionen auch hier vornimmt:

Y+ cotg? (12, a) [cotg(l? a)+ig\n,a)}?

14 cotg®(23,a)  [cotg 23,a) + tg n. a))t’

cos[(12, a) — (n, @)] = + cos[(23, a) — (n, a)].
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Fiir das positive Zeichen hat man (12,a)— (n,a)=360°— (23, a)
+ (n, @), was hier keinen Sinn hat; das negative Zeichen aber giebt wieder
wie oben: (12, a)— (n, a)=180°— (23, a) + (n, a). Daher hat men fol-
genden Satz:

E. Wenn man von einem Punkte einer Ellipse aus eine
Reihe von Sehnen zieht, welche eine der gegebenen
confocale Ellipse beriithren, so werden die Winkel zwi-
schen je zwei aufeinander folgenden Sehnen durch die
Normale in ihrem gemeinschaftlichen Punkte gehilftet
und die Summe aller dieser Sehnen ist ein Maximum,
wenn man den Anfangspunkt der ersten und den End-
punkt der letzten als fest ansieht.

Zieht man von einem gegebenen Punkte 1 der Ellipse die erste Sehne

12 nach einem gegebenen Punkte 2, so wird im Allgemeinen der Endpunkt
der mten Sehne nicht mit dem Anfangspunkte der ersten zusammenfallen;
damit dies geschieht, miissen fiir jedes n-Eck die oben angegebenen Rela-
tionen erfiillt sein, zu denen noch die Relation a®—a,?="0%—b?* hinzu-
kommt, wodurch die confocale Ellipse vollstindig bestimmt wird.

b
So hat man z. B. fir das Dreieck die beiden Relationen %-{-—5'-:1
und a?—g@?="b*—b,2 zu combiniren, woraus man
— b2+ Yot + b4 —a'D? a® — y/a*+ b — a*b?
G-—- B und b, =b" P -
erhiilt. Durch Elimination der Wurzelgrisse entsteht die merkwiirdige Re-
lation:

12) (a,+b,) (;1;-{»-%):1.

2 2
Fitr das Viereck erhiilt man aus % + %‘2- =1 und a*—a=0%—
2 2

1= -——a_-—_- und bl = —._b—_— )

l/ a®+ bt V a’+ b?
woraus sich die auch von Steiner angegebene Relation ergiebt:

13) a,:b,=a?:0d"
: - Val—a? l/b“’ b,
Das Sechseck erfordert die Combination von p
wit a®?—a,2="0b*—b%; dies giebt
p.at2y b= b (2a+)

W= Gy M W=y
woraus folgende Relation entspringt:
a? b2 3
14 ot HH et N ,
) a® o+ ¥ a+4+d

Der oben ganz allgemein bewiesene Satz A. gilt natiirlich auch jetzt
noch, wo die beriihrte Ellipse der gegebenen confocal ist, und da dann bei
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jeder Lage, welche das n-Eck infolge seiner Verschiebung annimmt, sein
Umfang ein Maximum, das totale Differential des letzteren daher gleich
Null ist, so kénnte man schon daraus schliessen, dass derselbe constant
bleibt; wir zichen es aber vor, einen directen Beweis dieser Eigenschaft zu
geben. Die Linge der Sehne 12 oder s, ist gleich

2 sin 40, 0 V@ 50§ a 9,) F 0 o F (5, F ).
Wenn man nun aber wiederum }/a®— ¢? und }/b“'_—ﬁgr’ als Axen der con-
focalen Ellipse annimmt, so folgt aus der Bedingungsgleichung 2), nimlich:

a2
COS'% (q’z + (Pl} +

Sm 21 (gt 9,) = cos’ L (9, — ,),
dass

0 [a2 sin*} (py+ ;) + b2 003”%(%+¢,)] =a*b?sin*§ (p,— ;)
ist. Dadurch wird

2ab .
S19= % sin®§ (py—o,),
also der Umfang:

2ab
15) u=—§—-¥sin’&(¢l—¢n)+sm* (92— ) + sin§ (93— @) + -

+ sin?} (q’n - %-1)5
Andererseits hat man aber auch

2ab 2e
S = _:— sin®§ (py— ;) = ab 2 @ sin} (9, + @,) + b cos*} 3 (Pt 9)))

2¢ "
=—b[(a”—b“') sin*§ (9 + @) + 07,

folglich der Umfang‘
29(”'2 2 2 2

3 ‘Sm 3 (91 + @a) + sin? L (9, + @) + sin? § (93 + @) + -
20b
+ sin* 4 (9n + gu )|+ 21

Da bei einer Verschiebung des Anfangspunktes, dessen Parameter P,
ist, auch alle iibrigen @ sich findern, so ist der totale Differentialquotient
des Umfanges nach ¢, infolge der Formel 15):

16)

_=—_['—sm(¢’1 ®n) — sin(@, — %]‘*‘[Sm(% ‘Pn — sin(@;— %)]d%

1
+ [sin (@3 — @,) — sin(p,— 9’3)] 2 + ete. }

oder abgekiirzt:
du ab

dq’l 4
Berechnet man denselben Differentialquotienten aus Formel 16), so
findet man das Resultat:

du (a2

— dw2
drpl a

b%)
e [sin (@, + @n) + sin (@, + @,)] + [sin( (@o+ @) + sin (@, + @g) 7
d 1
+ Lsm(zps-b-q;?)-i-sm(%-i—%)] (7; + etc.}
1

oder abgekiirzt:
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du _ e (a®—0?)
do, ab
Nach Gl. 6) bat man ferner

‘K,

sj”i(@q+¢|+2mz l'tc
sin( q73+(p,—2q)2) 1—¢’
durch Multiplication des Zihlers und Nenners der linken Seite mit 2 cos§ (¢35~ ;)
erhiilt diese die Form:
sin(p,+ @) + sin(g;+9,)
sin (@, —@,) — sin (9, — P,)

tg}(ps+@,) =c.lggp, ete., also

so dass

1
sin(@y+ 1) + sin(Py+ @y) = ]—J_r—z [sin (p; — 1) — sin(@, — @s)],
also auch

rolte ¢
1—¢

1
wird. Da nun aber auch die beiden Werthe des Differentialquotienten (;—;—f
1

einander gleich sein miissen, so erhélt man durch Subtraction:
2__p2
02 @Bt o]
0 ab(l—¢)

Nach Gl 6) ist

_ C also I4+¢ 2(A+1 +(J
T2+ T=¢  2(AL)—C
nach Gl. 4) aber ( ) ( )
oy —@21)2_” . Q (al bl) +7a2 b2
4= FH—o) und C=2- a2(b2 o) ;
daraus findet man weiter:
14¢ a?b?

T—¢~  ¢a®—bY)
wodurch die letzte Gleichung des vorigen Absatzes iibergeht in:
2ab
0=-—"K.

Y

N

2ab
Dieses Product kann nur Null sein, wenn der erste Factor - oder der

zweite Factor K gleich Null ist; zum Nullwerden des ersten Factors gehort
o=, was unmdglich ist; folglich ist k=0 und daher auch K'=0.

dw
=0
d‘Pl

ist oder dass der Umfang bei jeder Verschiebung des Vielecks constant bleibt.

Legt man umgekebrt an die innere Ellipse Tangenten in Punkten,
deren Parameter &, &,, &, etc. so gewihlt sind, dass ein geschlossenes
Vieleck entsteht, dessen Ecken auf einer confocalen Ellipse liegen, so ist
der Umfang dieses Vielecks ebenfalls constant, wie man auch das Vieleck
verschieben mag. Man kann nun aber diesen Umfang auch durch die Axen
der inneren Ellipse und die Parameter & ausdriicken; das Differential dieser
Function muss dann, weil sie constant ist, gleich Null sein, was in Bezug

Dann folgt aber aus beiden Formen des Differentialquotienten, dass
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auf alle Vielecke von gleicher Seitenzahl, welche der inneren Ellipse um-
geschrieben sind, einem Minimum entspricht, weil man, wenn man sich
fiir einen Augenblick die #ussere Ellipse ganz wegdenkt, die ¢ so wihlen
kann, dass der Umfang ins Unendliche wichst, wihrend er immer grosser
sein muss als der Umfang der inneren Ellipse. Alle diese Resultate sind
in folgendem Satze enthalten:

F. Ein geschlossenes Vieleck, das einer Ellipse einge-
schrieben und zugleich einer confocalen Ellipse um-
geschrieben ist, besitzt fortwihrend denselben Umfang,
auch wenn man dasselbe so verschiebt, dass seine Ecken
immer auf der ersten Ellipse liegen und seine Seiten
immer die confocale Ellipse bertihren, und dabei hat
dasselbe unter allen Vielecken, die man der ersten El-
lipse einschreiben kann, den grossten, und unter allen
Vielecken, die man der zweiten Ellipse umschreiben
kann, den kleinsten Umfang.

Unsere seitherigen Untersuchungen geben uns ferner die Mittel an die
Hand, den Umfang eines derartigen Vielecks zu berechnen, wobei wir uns
auf die Betrachtung des Dreiecks, Sechsecks und Vierecks beschrinken
wollen. Da niimlich der Umfang sich nicht &ndert, wenn man ¢, willkiir-
lich annimmt, so kann man ¢, =0 setzen und daraus fiir jedes Vieleck
nach den Gleichungen 5) die Werthe der folgenden Parameter berechnen.
Diese hat man dann in Formel 15), welche den Umfang als Function dieser
Parameter ausdriickt, einzufiithren; die dort vorkommende Grosse g ist gleich
Va*—a?=pb*—b? und kann aus den fiir jedes einzelne Vieleck gefun-
denen Werthen von @, und b,, in @ und b ausgedriickt, berechnet werden.

So hat man beim Dreieck fiir ¢, =0 noch
223

2ab
@y =360°-9,, also u= 2 sin§ @y + sin® py) = —— [2 - cos @, - cos? @, | ;
@

aus Gleichung 5) folgt aber

1—4

t,2==A, also cosp,= ——"

wodurch ? fl4+4
_ 4ab4(3+4)
e(L+4)*
erhalten wird. Ferner ist
't §oicmd 2 BV T T TR (g2 B
= A= und o?=a?—aq, =(a_2:w[z;/a + b —a?b? — (a? 4 1Y),

wodurch man in den Stand gesetzt ist, alle zur Berechnung von % ndthigen
Grossen zu finden; die ausgefithrte Rechnung liefert ein complicirtes, wenig
fibersichtliches Resultat.

Besser fihrt man in dieser Beziehung mit dem Sechseck. Fir ¢, =0
ist hier @,=180°—¢,, @,=180°% ¢;=180°—q,, wozu noch die aus
dem Satze C. folgenden Relationen ¢, =360° — @5, ¢ =360°— @, kommen,
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so dass also fir ¢, =0, @,=180—¢,, ¢,=180" ¢,=180"+ ¢,
¢ = 360° — @, ist. Damit wird

2ab . i : :
©= —g— [sin? L, 4+ sin® % @, + cos® g, + sin*p, + sin § @, + cos? g,
4a 4ab
o [2 sin? % @, + cos? py] = % [1—cos @, + cos®gg],

. . . 1-4 . '
und weil auch hier wiederum cosg,= ;—— ist, so erhilt man

144
4ab 1+3A2
= To O+ 4r
Nun ist § ( ) : .
P v e 2(a+b) - a®b
A _a—“—z(bz—g’) und p?=ga ator (a+b)‘
woraus
_ b
T 2a+40b

folgt. Dies giebt fiir das in eine Ellipse eingeschriebene Sechseck grossten
Umfangs den merkwiirdig einfachen Ausdruck:
' g Fab ¥ @b
a+b = ar—0be
Es gelingt nicht, » durch ¢, und b, in einfacher Weise auszudriicken,
d. h. den Umfang des einer Ellipse eingeschriebenen Sechsecks kleinsten
Umfangs zu finden; vielmehr wiirde dazu die Losung einer Gleichung des
vierten Grades erforderlich sein.
Dagegen lidsst sich beim Viereck w sowohl durch a und b, als auch
durch @, und b, darstellen. Fiir g, =0 ist niimlich p,=90° ¢@;=180°
und ¢, = 270°. Da.her hat man

4
w =220 [4in?45 + sin?45 + sin?45 + sint45)] = ~ 20
T ’ a?b? " ¢
und, weil hier ¢?= o T £,

u=4ya?+ 02
Aus dieser Gleichung folgt zuniichst w=4)/a,2+ b2+ 2¢?; dann aber folgt
aus ¢%(a?+0*) =a’h?, wenn man ¢ und b durch a, und b, ausdriickt,

= a, by, also ist u—4(a,+b)
= )

Aus der Gleichung ¢*=a,b, findet man auch noch a®=a,(a,+b,)
und b®=b,(a,+b,), wodurch man aus den Axen einer Ellipse, welcher
ein Viereck kleinsten Umfangs umgeschrieben ist, die Axen derjenigen
Ellipse finden kann, auf welcher die Ecken dieses Vierecks liegen und fiir
welche dasselbe ein Viereck grossten Umfangs ist. Dass Vierecke kleinsten
und grossten Umfangs Parallelogramme sein miissen, schliesst man leicht
aus Satz C.
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Ueber das Viereck hat Steiner (Gesammelte Werke II, 411 figg.) noch
cine Reihe schoner Sitze aufgestellt, deren Beweis aus den von uns ent-
wickelten Formeln sich leicht herleiten lisst.

In eine Ellipse mit den Halbaxen a und b sei ein Viereck grissten
Umfangs eingeschrieben; die Gleichungen der in seinen Eckpunkten, welche
die Parameter @,, ¢y, @4, @, haben, gezogenen Tangenten sind, wenn man
beriicksichtigt, dass ¢, = 180"+ ¢;, @, = 180"+ @, ist:

bx cosp, + ay sing, =ab,
bw cospy + ay sinpy = ab,
bz cosp, 4 ay sing, = —ab,

bz cos o, + ay sinp, = — ab.
Weil 2= o und b,2= v ist, so erhilt man '112*4‘—"—' and
‘_a“-{—b“ 1'—a2+bz 15T, § < _(12+b2
b2

sza_"-—i—?; setzt man'diese Werthe in Gl. 3) ein. so geht dieselbe nach

leichter Rechnung tiber in:
atgo tgp, +b* =0,
woraus in Verbindung mit den oben gegebenen Gleichungen der Tangenten
unmittelbar hervorgeht, dass jede derselben auf der folgenden senkrecht steht.
Umgekehrt: Beschreibt man um die Ellipse mit den Halbaxen @ und b
ein Rechteck, so ist @y =180+ ¢, und @, =180+ @, und ausserdem ist
attg g, tgp, + b2 =0; die beiden nach Gl. 3) gebildeten Gleichungen aber
heissen hier:
A4 —1=(1— 224 u?) cos g, cospy 4+ (14 42— p?) sing, sing,,
— (A4 pt—1) = (1 =24 u?) cosp, cosp, + (14 42— u?) sing, sing,,

woraus
Appi=1 und (1=224p%) + (142 —p?)tgp tgp,=0
1__12_*_“2_22

T+2—p @

oder

folgt; dies giebt aber
_a b? at § bt
T A+ pr e Rl =
was nur dann stattfinden kann, wenn das Viereck der Beriihrungspunkte
ein Viereck grossten Umfangs ist. Man hat daher den Satz:

A2 und p?= oder «=

G. Die Tangenten in den Eckpunkten eines Vierecks von
grosstem Umfang bilden ein Rechteck; und umgekehrt:
beschreibt man um irgend eine Ellipse ein Rechteck,
so sind die Berithrungspunkte die Eckpunkte eines der-
selben eingeschriebenen Vierecks von grésstem Umfang.

Wenn man ferner die Gleichung der Verbindungslinie von ¢, und g,

R 2 cosh(@ata) | ¥ sinkoate)

a cos¥(ps—e@,) b cosk(p,—@,)
*
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mit der Gleichung der Tangente an die innere Ellipse in dem Punkte z,
und y,,, nimlich:

vergleicht, so findet man fiir die Coordinaten des Beriihrungspunktes:
a’*—0* cos(py+o,) b2 —¢® sinf(p+o,)

T Tesk(@e—o) 2T b cosy(ps— @)
Ist das der d#usseren Kllipse eingeschriebene Viereck ein Parallelo-
gramm, so ist @,=180°4 @, und ¢,= 180"+ ¢,, und man erhilt des-
balb als Coordinaten der tibrigen Beriithrungspunkte:

m.=a2_9 'smg((p,-l—wz) ”1=b?:9‘f.cosl‘{(¢,+q3?‘),
5 a  sinklop,—o,) o b singl{ep,—o,)
@’ —¢* cosf(pz+ 1) V'—o® sing(p,+ o)
gy =TT N VT T
' a cos 3 (@, — @,) b 6037(9’2—@1)
g 0 ARG, o Vo0 0 ek B)
& a  sing(p;—@,) b b sind (@ —¢y)

Man sieht sofort, dass die Verbindungslinien gegeniiberliegender Be-
rithrungspunkte durch den Mittelpunkt gehen, was ilbrigens fiir jedes Vieleck
von gerader Seitenzahl gilt.

Wenn man ferner der Kiirze halber § (¢, 4 @,) =35 und {(p,—9¢,)=d
setzt, so erhilt man aus diesen Coordinaten die Gleichungen der Normalen
in den Beriithrungspunkten:

a a®—b* sins
Y= bxtgs— b“'cmi’
e
= e s T
Y= — Za cotgs + -»—-——b—’-;?;‘;-

Die Diagonalen des von diesen vier Normalen gebildeten Vierecks besitzen
die Gleichungen:

a a
y= 29y, wmd y=32ig9,; -

5 i g . . ., COSS . .
denn multiplicirt man die erste Normalengleichung mit —— und die vierte

sind
., Sins g
mit cosd und subtrahirt, so kommt y= - xtg(s-i-d) ——xtgq:l, dasselbe

ins
Resultat aber erhiilt man, wenn man die zweite Normalengleichung mit =

'S

und die dritte mit ;Z:Z multiplicirt und dann subtrahirt. Behandelt man in

ibhnlicher Weise die erste und zweite und die dritte und vierte Normalen-
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gleichung, so erscheint die oben angegebene Gleichung der zweiten Diago-
nale. Aus der Form der Diagonalengleichungen erkennt man, dass die Dia-
gonalen sich im Mittelpunkte schneiden, und aus ibrer Zusammenstellung
mit der oben hergeleiteten, fiir das Viereck geltenden Relation a?tgo, tg @,
4+ b*=0, dass die beiden Diagonalen aufeinander senkrecht stehen.

H. Wenn man daher um eine Ellipse ein Parallelogramm
kleinsten Umfangs beschreibt, so bilden.die Normalen
in den Beriihrungspunkten eine Raute.

Aber auch der umgekehrte Satz ist giltig. Die Gleichungen der Nor-

malen in den Eckpunkten ¢,, @,, @5, @, eines der Ellipse mit den Halb-
messern @,, b, eingeschriebenen Parallelogramms sind niimlich:

a,wtgp, —by=(a*—b?) sing,,
a2 tgpy— by = (a*—b?) sing,,
aztgp,—by=—(a’—b7sing,
a,zlgp,—by=—(a’—0b? sing,,

also die Gleichungen der Diagonalen des durch sie gebildeten Vierecks:

0,299, g Py 05} (P +@y) — by sin (¢, +¢,) =0,

a, 2tg @, tg @, sing (9, + @)+ by cos§ (o, + ) = 0.
Sollen dieselben aufeinander senkrecht stehen, so muss a,°tgo, tg@, — b2
=0 sein. Aus dieser Relation und den Gleichungen der zwei Tangenten
in @, und @, milssen @, und @, eliminirt werden, um den Ort des Schnitt-
punktes dieser letzteren zu erhalten. Erhebt man demgemtss die Gleich-
ungen der Tangenten:

z ———
“+'§)/—{9¢1=Vl+t.92¢n "+ tg py = V1+tg P2
a, 1 a, b
ins Quadrat und subtrahirt, so kommt nach Weghebung des Factors tg ¢,
— g @,

2z
y+b 5 (199, +199,) =t 9, + tg 95

durch Addition der Quadrate aber erh#lt man:
2 ‘
+—- (tgop,+ tgpy) + X 2(t9 @, +1g* @) =24 (tg° @, + t9* ;).

Multxphclrt man die erste der zwei letzten Gleichungen mit tgp, + g, und
zieht sie von der letzten ab, so bleibt:

25?

ar —5—2 (tg* @y +19° 95)* + b2(fy @, + 9% )

=24 (9% ¢, +tg° ;) — (tg o, + tg @5)*

22 o2
(";l‘z—l_\) = (b_g_l)(g'pl tgo,.

Dies giebt mit der Relation 2,%tg®p, tgp, =1,? als Gleichung des Ortes:

oder reducirt:
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(‘”_2_1>"'=’1|_2(£_1)"'
a? a2 \b? )

Zieht man die Wurzel und nimmt das positive Zeichen, so ist
2

z? Y

a,* —a, bl i b12_a1 bl

was eine confocale Hyperbel bedeutet; diese ist aber als Ort unmdglich,

weil sich die Tangenten in ¢, und @, immer ausserhalb der Ellipse schnei-

den. Bei der Wahl des negativen Zeichens wird aber die Gleichung des
Ortes:

=1,

2

x? Yy
d12+a1b1+ bi+ad,
welche genau der erwarteten confocalen Ellipse entspricht. Man kann folg-
lich den Satz aufstellen: :

J. Wenn man in eine Ellipse ein Parallelogramm so ein-
schreibt, dass die Normalen in seinen Ecken eine Raute
bilden, so erzeugen die Tangenten in seinen Ecken ein
Parallelogramm kleinsten Umfangs.

Der Flicheninbalt eines Vielecks kleinsten und grossten Umfangs lisst
sich, wenn man die Parameter seiner Ecken, wie gewdhnlich, durch ¢,,
Pg, P53, @, €tc., und die Winkel, welche die Radienvectoren g,, ¢, ¢4, ¢4 etc.
nach den Ecken mit der Abscissenaxe bildet, durch &, 9,, &;, 8, etc.

b
bezeichnet, so dass fgd, = ;tg @, ete., ausdriicken durch:

2F = g, 05 sin(%y —8,) + gg 05 5in (9, — 3,) + ete.
Es ist nun B
0,09 =/ (@* cos® , + b* sin® @, ) (a® cos® p, + b sin® @)

) (. b b?
= @’ c0s @, COS @, ]/(1 +a§ fy%’l) (1 + & t.‘]?%)

oder
e i, SO0 0 COB 5.
00 =4 059, cos 9,
also ) ‘
0,05 Sin (8, — 8,) = a® cos @, cos g, (tg &, — tg 9,)
b .
=a’ COS @, COS Py 'Z (tg P, — {9‘7’1) =absin (‘P'g = ‘7’,);

folglich:

17) 2F = absin(py—,) + sin (s — @) + sin(g,— @) 4+ .
Fiir das Viereck erhdlt man hieraus:
F,=2ab sin(p,— @,).

Wir wollen nun mit Hinzunahme der fir das Viereck geltenden Re-
lation a®tgo, tgp, + b =0 untersuchen, wann sin(p,— ¢,) ein Maximum
oder Minimum ist. Durch partielle Differentiation erhilt man nach der
Factorenmethode die beiden Bedingungsgleichungen:
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g @y

. o _ o,
cos® @,

=0 und cos(p,— ¢ =
(",’)_) ¢1)+I cos® g,

—cos(p,— )+ 4
d. h.
sin2¢@, + sin2q@, =0 oder sin(p,+ @,) cos(ps— @,) = 0.
Nimmt man zuerst @, 4+ @, = 180" so sind die Seiten des Paral-
lelogramms den Halbaxen der Ellipse parallel. Dann folgt aber

b b ; :
noch g, = - und tgcpgz—-dq woraus wir schliessen, dass ty(@; — @,)
—2ab R 2ab 4a*b* d
= gt pt und szn(tpz—wl):az_‘_—_-b—e, also F4=&?+—b2=4a,bl ist, und

dies ist das Minimum von F,. Setzt man dagegen ¢,— @, =90° so
muss @, =0 und ¢, = 90° sein, oder das Parallelogramm wird durch
die Verbindungslinien der Endpunkte der Axen gebildet; dann
ist aber sin(p,—@,)=1 und F,=2ab=2(a,+b,)Va,b, und dies ist das
Maximum von F,.

Andererseits ist der Flicheninhalt des um die iussere Ellipse durch die
Punkte ¢,, ¢,, @5, @, beschriebenen Rechtecks

R=2¢, sin(e;—,).20, sin(s,—9,),

wo ¢ und & die Winkel bezeichnen, welche die Normalen in ¢, und ¢,
mit der Abscissenaxe machen. Weil nuan glgzr—-a?-gzg—:-g—jgj ist, so

hat man:
R =140 cos @, cosp, cose, cose, (tge, —tg 9,)(tge,— 19 9,),
q e = 900 50 sin (e, - &)= i - g 8
}md weil sz‘ 9 + g, also sin(e, - &) =1, folglich fge, —tge, e
ist, so erhiilt man jetzt: z
(tge, —tg ) (tg e, — g 9,) )

R = 4a? cosp, cos
@, €08 Py g, —tge,

Nun ist aber
tge, = — 4 cotgp,, tge, = — d cotgpy, tgd = . tgo,, lg¥y = L tgp,,
a : a a * -
daher bekommt man endlich
) TR VOO . [, PG ) L
Ca cotg §, — colg P, sin(@y— @y)
durch Multipiication mit der oben erhaltenen Gleichung F, = 2ab sin(p, —¢,)
entspringt: R.F,=8a20,
wie Steiner a. a. O. 8. 413 bebauptet. Dem Minimum des Parallelogramms
entspricht demgemiiss das Maximum des Rechtecks und umgekehrt.
Steiner giebt a. a. 0. S.413 noch einen Satz {iber das Parallelogramm
und Rechteck, den wir hier etwas verkiirzt folgen lassen, um ihn dann
analytisch zu verificiren,
K. Die vier Ecken jedes der genannten Rechtecke liegen
mit den beiden Brennpunkten der Ellipse in einer gleich-
seitigen Hyperbel §, welche mit der Ellipse concen-
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trisch ist; und ebenso liegen die Ecken des Parallelo-
gramms mit den Brennpunkten der Ellipse in einer
andern gleichseitigen Hyperbel §’, welche mit § die
Strecke zwischen den beiden Brennpunkten als Durch-
messer gemein h'at. Die Hauptaxen dieser beiden zu-
sammengehdrigen gleichseitigen Hyperbeln § und §’
bilden einen constanten Winkel von 45° und zudem ist
die Summe der Biquadrate dieser Axen constant und
zwar dem Biquadrate jenes gemeinschaftlichen Durch-
messers gleich. Die auf diese Weise bestimmten zwei
Schaaren gleichseitiger Hyperbeln sind im Ganzen nur
eine und dieselbe Schaar und als solche einfach dadurch
bestimmt, dass sie die Strecke zwischen den Brenn-
punkten als Durchmesser gemein haben. Thre Tangenten
in den Scheiteln ihrer Hauptaxen beriihren simmtlich
diejenige unter ihnen, welche die grésste Axe, niimlich
eben jenen gemeinschaftlichen Durchmesser zur Haupt-
axe hat. Daher liegen die Hauptscheitel aller dieser
Hyperbelnin einer Lemniskate, welche concentrisch ist
mit der Ellipse und die Strecke zwischen den Brenn-
punkten zur Hauptaxe hat.

Um dies zu beweisen, bemerken wir zuniichst, dass die Gleichung einer

Schaar durch die Brennpunkte gehender gleichseitiger Hyperbeln die Form
haben muss:

2?—y’+2Bxy=a®—b%

Damit eine Hyperbel der Schaar vollstindig bestimmt sei, muss noch

einer ihrer Punkte gegeben sein, wozu wir den Schnittpunkt der in ¢, und
@, gelegten Tangenten nehmen, welcher die Coordinaten

hat.

005 3(9y+ @)

r=a und y=2b-:

cos 3 (P, —@,)

sink (@y+9,)
cos§(py — @)

Die Substitution dieser Werthe ergiebt:

a*cos® H (@ + @) — Usin* § (@, + @,) + 2ab Bsin (9, + ¢,) cos § (9, + @,)

= (a?—b?) cos® ¥ (@, — @,)

oder nach Verwandlung der Functionen der halben Winkel in solche der

ganzen:

a® [cos(@,+ @,) — cos (@ — @,)] + b* [cos (@, + ;pl) + cos(p,—@,)]

= — 2ab BS‘in(¢2+‘p|)v

was nach leichter Reduction iibergeht in

b —a*tgp, tgp, = — ab B (tg p, + g ;).

Zeitsohrift f. Mathematik u. Physik XXXIII, 2, 7



98 Ueber einige Sitze J. Steiner's.

Die nimliche Endgleichung hiitte man aber auch erhalten, wenn man den
Schnittpunkt der in ¢, und @, gelegten Tangenten auf die Hyperbel hitte
fallen lassen, weil ja @, =180°4 @, ist; und ebenso verbilt es sich mit
den beiden anderen Schnittpunkten. Daher ist

B—a’lgp g,
ab(tgp, +199,)

Um diesen Ausdruck nur von dem Parameter @, abhingig zu machen, mul-
tiplicire man auf der rechten Seite Z#hler und Nenner mit g, und wende
die Relation a’fg@, tgp, + > =0 an, wodurch

__ 2abigo,
a*tg* @, —b?

sich ergiebt und man in den Stand gesetzt wird, zu jedem ¢, die zugehdrige,
durch die Brennpunkte und die Ecken des Rechtecks gehende Hyperbel §
zu construiren.

Substituiren wir in #hnlicher Weise in die Gleichung

22—y 4+ 2Bzy = a*—b*
die Coordinaten von ¢,, nimlich # =a cos, und y = b sin@,, so erhtlt man

Ol — b
— ]

2abtgop,

die Substitution von z=a cosp, und y ="bsing, hitte das Resultat
2402 . — b2 i

Q;M—--~ geliefert, das mit jenem eben erbaltenen identisch ist, weil
2abtgop,

die Relation a®tg@, tg, + b* sich auch schreiben lisst:
aigtp, —b®  atlgp,— b
g,  tgp,
wegen @, = 180"+ @, und @,= 180°4 @, verhiilt es sich ebenso mit den
iibrigen zwei Eckpunkten des Parallelogramms.

Fiir ein gegebenes @, findet man also eine zweite Hyperbel §)’ aus der
Schaar der durch die Brennpunkte gehenden Hyperbeln, welche durch die
Eckpunkte des Parallelogramms gréssten Umfangs geht. Da beide Hyper-
beln §) und §’ derselben Schaar durch die Brennpunkte gehender Hyper-
beln angehioren und denselben Mittelpunkt wie die gegebene Ellipse haben,
so ist ihmen auch derjenige Durchmesser gemeinschaftlich, der durch die
Brennpunkte begrenzt wird. ‘

Die Linge A4 der.Halbaxe der Hyperbel § findet man nach den ge-
wohnlichen Regeln durch die Gleichung
(a®—b%)? 2
ebenso ist fr die Linge 4  der Halbaxe der Hyperbel "

A=
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“_ (a*—b? )’.
1+ B
Weil aber, wie man leicht findet, BB+ 1=0 ist, so geht diese Gleichung

iiber in: ’
er in ok (a*— b9 B?
1+B:
woraus sofort die von Steiner angegebene Relation A*4 A™ = (a®— b?)?
folgt.

Ferner ist die Gleichung der Hauptaxe der Hyperbel §:
By=(— 14y T+ Bz,
folglich die der Hyperbel §":
y=(B—y1+B)az;

die Tangente des Winkels beider Axen ist also gegeben durch den Ausdruck:

—1+1/I+B‘-’ B(B— 1/1+B°
B4+ (—14+yY1+B)(B—yY1%B)
dessen Werth sich bei der Entwickelung gleich 1 ergiebt; daher machen
die Hauptaxen von § und §)" den constanten Winkel 45°.
Die Gleichung einer Tangente an eine Hyperbel der Schaar im Punkte

z,, y, hat die Form:

z(z, + By,) + y(Bz, —y,) = a* — b¥;
damit dieselbe Scheiteltangente sei, miissen die Coordinaten 2, und y, erstens
der Gleichung der Curve geniigen, was man in folgender Weise ausdriicken

kann:
z,(z,+ By,) + y,(Bz, —y,) = a* — V%,

und zweitens der Gleichung der Hauptaxe, welche in rationalisirter Gestalt

heisst:
z,(Bz,—y,) — ¥, (¢, + By,) =0

Um diese Gleichungen zur Rechnung bequemer zu machen, setzen wir
By, —y,=p und z,+ By, =g¢q,
woraus wir durch Elimination von B die neue Relation
9% —pY, =, +y*
erhalten, wihrend die erhaltenen drei Gleichungen iibergehen in:
gr+py=a*—0b% gz, +py, =a*—0b, px,—qy =0
Aus den beiden letzten Gleichungen ergeben sich die Werthe:

—b?) und y, = b?),

2+2(Z

durch deren Substitution obige Relation sich in

e e~ a“
: p'+q*(

qz_pz=a2_b2
74
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verwandelt. Sucht man daher die Enveloppe der geraden Linie ¢z 4py
= a® —b?, zwischen deren Coefficienten die Relation ¢®— p? = a®—b® bestehlt,
so findet man dafiir die Gleichung:
@ —y? = a? — b,
wodurch die letzte der Behauptungen Steiner’s in ihrem ersten Theile
erwiesen ist. Um auch die Richtigkeit des zweiten darzutbun, hat man aus
der Gleichung der Curve
W —y*+2Bry=a*—b*
und der rationalisirten Gleichung der Hauptaxe
. B(a®—y") = 2zy
den Parameter B zu eliminiren, wovon das Resultat ist:
(@ +y) = (@®— ") (2’ — 9*),
d. h. die Gleichung einer Lemniskate, welche die angegebenen Eigen-
schaften besitzt. Die von Steiner a. a. O, formulirten Umkehrungen er-
geben sich aus dem Mitgetheilten von selbst.

Bensheim, 2. September 1887.



